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Mathématiques et asservissements

1 - Mathématiques pour I'étude
des automatismes asservis

A - Decomposition d'une fraction polynémiale
en élements simples

1 - Théoréeme de Bezout

PX)

Q(x)

Le mathématicien Bezout a démontré qu'il était possible de mettre cette fraction sous la forme
d'une somme de fractions simples (cette méthode n'est pas la seule).

Soit une fraction polynédmiale de la forme

P) 2xt1 _A B .C. D . E
Q) X012 X e Tx T T xa

Exemple

Il peut exister une partie entiére si le degré du numérateur P(x) est supérieur a celui du
dénominateur Q(x). Ce cas ne se rencontre pas en Sciences Industrielles.

Dans cet exemple, les racines du dénominateur sont réelles, on dit que l'on réalise une dé-

. L, . ‘s < 3 , .
composition en éléments simples de premiére espéce. Notez que x~ se trouve au dénominateur
et que le développement de Bezout impose trois fractions de la forme suivante :

A B . C A o : D . E
Eret 3 Il en est de méme pour (X - 1)? qui impose deux fractions (x-1)? * 1

Il faut développer en autant de fractions que la puissance du dénominateur. C'est une erreur
fréequente chez les étudiants qui se contentent de placer seulement le terme avec sa puissance.
Le but est maintenant de déterminer les constantes A, B, C, D, E.

Voici le résultat de la décomposition en éléments simples de I'exemple ci-dessus.
A=1 B=4 c=7 D=3 E=-7

Vous reviendrez sur cet exercice quand vous aurez appris une méthode efficace.

2 - Méthode de recherche des coefficients A, B,C

Développez I'expression suivante en éléments simples, selon le théoreme de Bezout.
_ 1 _ 1 _A B C _ _ :
F(x) = X(23x+2) ~ XOH L) (x42) - X 1 Txap carx= 1 et x = - 2 sont racines.

Le dénominateur est du troisieme degré, le développement se fait en trois fractions.




Stabilité des asservissements

e - Correcteur proportionnel dérivé : PD en série

Ce correcteur a pour fonction transfert C(p) = K.(1 + Tg.p)

T( est la constante de temps.

T

E .

Ce correcteur est utilisé dans les fréquences tres hautes. Un correcteur de la forme 1 + 1.p se

Un correcteur de ce type accroit le gain et avance la phase de +

- L 1
comporte comme un dérivateur pour les fréquences o >> =.
T

f - Correcteur proportionnel intégral dérivé : PID en série

K 1+t1.p

1+t2.p
Si T1 > 12 les courbes de gain et de phase sont croissantes. Les courbes "montent” si t1 du
numérateur est plus grande que t2 du dénominateur.

Ce correcteur a pour fonction transfert C(p) =

Si 12 > 11 les courbes de gain et de phase sont décroissantes. Les courbes "descendent” si
T2 du dénominateur est plus grande que t1 du numérateur.

Le terme dominant en p influe sur les courbes de gain et de phase.

Correcteur aretard de phase
dans les diagrammes de Bode

Correcteur a avance de phase
dans les diagrammes de Bode

La phase et le gain "descendent" donc
le terme en p est plus fort en bas (au
dénominateur) puisque ¢a descend !...

_v +t1p
C(p) =K 1+to.p avec T2 > T

g
3"?1\ T um, W
i lgw
¥
Ph‘(‘)se _/\ T Ui W
-T2

La phase et le gain "montent” donc le
terme en p est plus fort en haut (au
numérateur) puisque ¢a monte !...

_ v +11p
C(p) =K 1+10.p avec T1 > T»

GdBA
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0 LW
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Automatique combinatoire - Tri

G - Tri de caisses

Observez ces caisses qui ont des dimensions égales a E ou 2E (E comme épaisseur). Leur
référence Grande, Moyenne, Petite, est logique car la Grande a 3 dimensions égales a 2E, la
Moyenne a 2 dimensions égales a 2E, et la Petite a une dimension égale a 2E. Elles sont
amenées sur un tapis jusqu'au point de controle.

l A cuoe

b
PETITE
CAISSE ClssE P

MOYEMMNE

2E - - —

Le but du probleme est de savoir reconnaitre celle qui se trouve devant les quatre capteurs de
présence a, b, c, d. Pour les détecter, on a placé un capteur "b" sur ?, a une hauteur plus
grande que E et plus petite que 2E. Ce capteur détecte les caisses de hauteur 2E. Mais on ne
peut pas en déduire qu'elles sont du type "Grande", car on ne détient qu'un seul des trois
parametres nécessaires pour reconnaitre la catégorie de la caisse.

Elles sank bomjoniirs g oqmniacl

Curbisar d'um avee o rmil de guiidage

Ay

Les deux autres capteurs _c) et "d" assurent le méme travail que "b". Le capteur "c" sur l'axe x
et le capteur "d" sur I'axe y . Que fait le capteur "a" ? Il informe qu'une caisse est présente. En
effet, sia = 0 et si b, ¢, et d sont actifs, on peut prévoir une erreur technique ! Les caisses
arrivent dans n'importe quelle position, mais toujours en contact avec le rail de guidage.

Questions

Remplissez le tableau de vérité et détectez la catégorie de la caisse qui se présente. Utilisez
les tableaux de Karnaugh pour déterminer I'équation de la catégorie de la caisse.

Donnez les équations avec la cellule XOR quand cela est possible et tracez les logigrammes
pour chaque caisse de M, P et G sans contrainte ainsi que les circuits a contacts électriques.




Cinématique analytique

Vw={at-atcos@e)} x +{atsinGe)}y

— 2 —

A w={a-acosG) +3-sinGr)} x +{asinGg) + 3~ cosGh) } y

c - Etude d'une hélice en coordonnées cartésiennes

Cylindre de rayon R,
Hélice de pas p.

Exprimez la trajectoire de M et déterminez la vitesse et I'accélération du point M par rapport au
repere cartésien Oxyz. Déterminez le module de la vitesse et de l'accélération, I'accélération
tangentielle et I'accélération normale.

Corrigé

Recherche de la trajectoire OM = OH + HM (relation de Chasles)
H est le point projeté du point M sur le plan Oxy. Il décrit un cercle de coordonnées

OH = R.cos(6)7 + R.sin(0) 7

La définition du mouvement d’'une hélice permet d'écrire la proportionnalité entre la translation
du point M sur I'axe de I'hélice et la rotation 6(t) soit z(t) = k.6.
Apres un tour (2.7) la vis a avanceé d'une valeur égale au pas (p caractéristique de la vis).

Traduisez par p = k.2.w, donc k = B et Iy = £ o(t)
2.1 2.1
Coordonnées cartésiennes de M : OM = R.cos(6)7 + R.sin(0) 7 + % o(t) Z

La vitesse Vy est obtenue par la dérivée de la trajectoire, soit

Vo= _pdo do p do— _do p*
Vu = dt .sin(0). x +REZ at - .cos(0) y + >~ dt z son module est |Vy |= dt R2+47T2
L'accélération Ay est obtenue par la dérivée de la vitesse, soit

do p d%0—
Aw =-R. { dt2 sm(e) + (dt ) 2 cos(e)} X + R{ dt2 c s(0) - ( j2 sin(0) } y + o e z

Le module de l'accélération | Ay | = \/(dtz (de) +fn_2(dt2)




